Kartkowka 12.04.2018

Zadanie 1. Obliczy¢ pochodne czastkowe %, g—i funkcji f:R? - R zadanej wzo-

rem 3 ?
ZyS” dla (z,y) # (0,0),

f(z,y) = {0 o dla (z,y) = (0,0)

(a) w punkcie (0,0),

(b) w kazdym innym punkcie.

(a) Ze definicji funkcji f wyznaczamy, ze

203 +x-0+3-0% 223
22 1 02 :?=2I dlaxth,

f(x,0) =

ale réwniez f(0,0) =0, a wiec f(z,0) = 2z dla wszystkich x € R. Pochodna tej funkcji
w zerze jest 2, a wiec %(0,0) =2.
Podobnie wyznaczamy f(0,y) = 3y oraz 2—5(0, 0)=3.

(b) Jesli (z,y) # (0,0), to na pewnym otoczeniu punktu (z,y) funkcja f jest
zadana gérnym wzorem, wiec mozemy bezposrednio obliczy¢ pochodne czastkowe:

of (622 +y) (22 +y?) - (223 + 2y + 3y3) - 2x)
% x7y) = (.CEQ +y2)2 ’
Of 4y = @O +y?) — (2% + 2y + 3y°) - 29)
oy Y (22 +y?)? '

Uwaga. Latwo sie przekona¢ (np. przez podstawienie biegunowe), ze granica
oo 2234393 . . . . . .
funkcji ;jyg w zerze jest zero, natomiast funkcja xf—fyg granicy nie posiada. W kon-
sekwencji funkcja f nie ma w zerze granicy, a tym bardziej rézniczki. Jak widaé, nie

przeszkadza jej to posiada¢ pochodnych czastkowych w kazdym punkcie ptaszczyzny.




Zadanie 2. Rozstrzygnac, czy ponizsze zdania sa prawdziwe dla kazdej funkcji
fR? > R i punktu p = (pr,ps) € R?

Jesli pochodne czgstkowe %(p), a—?J:(p) istniejq,

. , L e TAK/NIE
to rézniczka D, f réwniez istnieje. /NIE
Jedli rézniczka D, f istnieje,
to pochodne czgstkowe %(p), g—i(p) rowniez istniejg. TAK/NIE
Jesli pochodne czastkowe %, g—i istnieja na calej
plaszczyznie i sg funkcjami cigglymi, TAK/NIE
to réozniczka D f réwniez istnieje na calej ptaszczyznie.

Jedli pochodna czastkowa 3= (p) istnieje, to pokrywa sie TAK /NTE

z pochodna funkcji g(t) = f(¢,p2) w punkcie ¢ = p;.

NIE. Z istnienia pochodnych czgstkowych %(p), g—g(p) nie wynika istnienie réz-
niczki D, f, czego przyktadem jest funkcja f z poprzedniego zadania.

TAK. Jedli rozniczka D, istnieje, to mozemy w jej definicji podstawié ciag (hy, hy) - 0
szczegblnej postaci, a mianowicie (h,0), gdzie h - 0. Otrzymujemy

f(pr+h,p2) = f(p1,02) = Dpf(h,0) h-o 0
h b

po przeksztatceniu

f(p1+h,p2) = f(p1,p2) -0
h Dpf(170)7

a wiec pochodna czgstkowa %(p) istnieje i jest réwna D, f(1,0). Podobnie %(p) =D, f(0,1).

TAK. Istotnie, istnienie i ciagltosé pochodnych czastkowych pociaga za sobg réz-
niczkowalno$é¢. Chetnym polecam przestudiowanie dowodu tego twierdzenia w skryp-
cie Pawla Strzeleckiego| (Twierdzenie 2.16), a wszystkim — przeczytanie uwagi naste-
pujacej po dowodzie.

TAK. Pochodna czastkowa %(p) to z definicji

lim f(pl + h7p2) - f(pbpz)’
h—0 h

natomiast pochodna ¢’(p;) to z definicji

i 9P+ 1) —9(p1)

h—0 h
Jesli przypomnieé¢ sobie zwiazek f i g, jedno i drugie okazuje si¢ by¢ tym samym.
Ta prosta obserwacja sprowadza obliczanie pochodnych czastkowych do obliczaniach
zwyczajnych pochodnych, jak w rozwigzaniu poprzedniego zadania.
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